ALGEBRA 11 (61.08 — 81.02)

Evaluacién Integradora (Tema 1) Segundo cuatrimestre — 2019
Duracién: 3 horas. 18/XI11/19 —18:00 hs.

Aclaraciéon. En lo que sigue se presentan algunas de las posibles resoluciones de los problemas
correspondientes a la evaluacion integradora del 18 de diciembre de 2019. Se solicita al estudiante
lector, que las lea detenidamente, que reflexione sobre lo que estd leyendo y que lo compare con
su propia resolucién. Es posible que se haya colado algtin error material involuntario, en tal caso
se solicita del lector que lo corrija y que siga adelante.

1. Sea V un espacio vectorial con un producto interno y sea || - || la norma inducida. Demostrar
la ley del paralelogramo: ||v + w||* + ||[v — w||? = 2||v[|? + 2[|w]|* Vv, w € V.

Resolucién. [Referencia: ejercicio 2 de la Prdctica 3]

El producto interno (-,-) : Vx V — K, donde K es R o C, es una funcién que cumple
(i) Paracada A e Ky z,y,2 €V

a) (x+y,z) = (z,2) +(y,2)
b) (Az,y) = Mz, y)

(i) (z,y) = (y,z) Yo,y € V.
(iii) (z,z) >0siz #0.
La norma inducida por el producto interno || - || : V — R se define por
]| = (z,2)'/2.

En primer lugar, observamos que

lv+w|?> = (v+w,v+w) (por definicién de || - ||)
= (v,v4+w)+ (w,v+w) (por la propiedad (i) a))
= (v+w,v)+ v+ ww) (por la propiedad (ii))
= (v,v) 4+ {(w,v) + (v, w) + (W, w) (por la propiedad (i) a))
= (v,v) + (w,v) + (v, w) + (w, w) (por aditividad de la conjugacién)
= (v,v) + (v,w) + (v,w) + (w, w) (por las propiedades (iii) y (ii))
= |Jv||* 4 2Re(v, w) + ||w]|? (por las definiciones de || - || y conjugacién).
Poniendo —w en lugar de w en la identidad ||v + w||? = ||v]|? + 2Re(v, w) + ||w||* se obtiene que
lv—wl* = [lvl|* + 2Re(v, ~w) + || — wl|?
[v]]* = 2Re(v, w) + [|wl]|?.
La tltima igualdad se obtiene utilizando las identidades (v, —w) = —(v,w), vy || — w| = ||w]|, que

son, mas o menos, inmediatas y se dejan a cargo del lector. Finalmente,

lv+wl? + v —wl* = [ol* + 2Re(v,w) + w]* + [[v]|* — 2Re(v, w) + [Jw]|?
2[[v)1? + 2[|wl|*.

Lo que concluye la demostracion. O
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2. Sea A = {0.5 0

] . Probar que para cualquier z € R? vale que lim,,_,, ||A"z| = 0.

Resolucion. [Referencia: ejercicio 12 de la Prdctica 4 y ejercicio 2 de la Prdctica 5)

Como la matriz A € R?*? es simétrica, existe una matriz ortogonal P € R2*2 tal que A =
PAPT  donde A = diag(A1, A2), A1, A2 € R son autovalores de A, y las columnas de P constituyen
una base ortonormal de R?. En consecuencia, para cada n € N se tiene que A” = PA"PT donde
A™ = diag (AT, \5).

Por otra parte, debido a que P es una matriz ortogonal, se sabe que la transformacion lineal
v+ Pv preserva la norma (i.e., |[Pv|| = ||v||). Poniendo y = PTz, se puede observar que

jAna| = |[PA"PTa|| = |A"PTa|
— ATyl = ) + Ogge)?

VAR A <y 07027 (57 + 43)
mix (||, [a|") lgl] = max (I\d]", Aol 2]

IN

El polinomio caracterfstico de A es p(\) = det(A — A\I) = A2 — 1/4; sus raices son \; = —1/2
y A2 = 1/2. Utilizando la desigualdad anterior se obtiene que

[A" ]| < (1/2)" |||,
y como (1/2)™ — 0 cuando n — oo, se concluye que lim,,_, [|A"z| = 0. O

Resolucion alternativa. Para otra posible resolucién ver la que se presenta en el Tema 2.

3. Sea A = E :12’] . Encontrar todos los z € R? sujetos a la restriccién 27 Az = 4 en los que se

alcanzan los extremos de ||z||%.

Resolucién. [Referencia: ejercicio 19 (b) de la Prdctica 5]

En primer lugar, observamos que A € R?*2 es una matriz simétrica. De acuerdo con el Teorema
de Rayleigh, para todo x € R? se tiene que

Amin (A)[|2]? < 2" Az < Anax(A) 2],
donde A (A) ¥ Amax(A) son los autovalores minimo y maximo de A, respectivamente. Ademas,

ITAI = /\ml'n(A)HIHZ <~ TE S,\]m,n(A),

" Az = Anax(A)|2]> = 2 E€S\,.(1)

donde Sy = {z € R®: Az = Az} es el autoespacio asociado al autovalor .

El polinomio caracteristico de la matriz A es p(\) = det(A — AI) = (3 — \)2 — 1, y sus raices
son A\ = Amm(A) = 2y A2 = Amax(A4) = 4. Como la matriz A € R%2*2 es simétrica y sus dos
autovalores son distintos, tenemos que Sy, (1) = Si‘min (A" Ahora bien,

TES ) <= (A-2Nz=0 < E ﬂ {ij _ [8}
e eem{[U2)



Que dicho en otras palabras significa que Sy, (4) = gen { [1/\/5 —1/\/§]T}. En consecuencia,
T
SAmaX(A) = gen { [1/\/§ 1/\/5] }

De acuerdo con el anélisis anterior tenemos que, para cualquier z € R? tal que 7 Az = 4 vale
que 2[|z]|? < 4 < 4||z||* o, lo que es lo mismo, 1 < ||z]|? < 2, y ademés el minimo se alcanza en los
T € Sy, 4. (A) tales que 2T Az = 4, y el méximo se alcanza en los z € Sxim(4) tales que 2T Ax = 4.

En conclusién,

» Los 2 € R?, sujetos a la restriccién 7 Az = 4, en los que se alcanza el minimo de ||z||? son
de la forma z = a [1/V/2 1/\/ﬂT con 4a* = 4. Es decir,

ze{lyve 1va" [-vE —yveT)

» Los z € R?, sujetos a la restriccién x7 Az = 4, en los que se alcanza el méximo ||z||? son de
T .
la forma z = a [1/v/2 —1/v2]" con 2a* = 4. Es decir,

vef{t -7, [-1 U}
0

Resoluciéon alternativa. Para otra posible resolucién (un poco més geométrica) ver la que se
presenta en el Tema 2.

4. Resolver el problema a valores iniciales y” + 2y’ +y = 4e™%, y(0) = 0, ¢/(0) = 1, y calcular
h,mt*)+oo y(t)

Resolucion. [Referencia: ejercicios 2, 4 y 5 de la Prdctica 6]
En primer lugar resolvemos la ecuacién diferencial " 4 2y’ + y = 4e~*.
= La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial, A2 + 2\ + 1 = 0, tiene una raiz real
doble: A = —1. En consecuencia, las soluciones de la ecuacién homogénea vy + 2y’ +y = 0

son las funciones pertenecientes al R-espacio vectorial generado por las funciones linealmente
independientes y; (t) = et e ya(t) = te ™.

» Como 4e™ ! € gen{e~t te”!}, para encontrar una solucién particular de la ecuacién no ho-
mogénea y” +2y’' +y = de~ ", se postula una solucién de la forma v (t) = At?e~*. Observando
que ' = A2t —t2)e~t y que ¥ = A(2 — 4t + t?)e~! se obtiene que

P2y 41 = 24e7"
Entonces A =2y ¢(t) = 2t?e 1.

De los puntos anteriores se deduce que todas las soluciones de la ecuacién y” +2y' +y = 4e~t son
de la forma

c1y1(t) + coya(t) + ¥(t)
= cre 4 egte t + 2t2e?

e ey + cat + 2t7),

y(t)

donde ¢, ¢y € R.
En segundo lugar resolvemos el problema a valores iniciales y” + 2y’ +y = 4e™t, y(0) = 0,

y'(0) =1



= Como y(t) = e~*(c1 + cat +2t2), la condicién y(0) = 0, impone que ¢; = 0, y en consecuencia
y(t) = e (cat + 2t2).

= Como y/(t) = e t(ca + (4 — c2)t — 2t?), la condicién y'(0) = 1, impone que ¢z = 1.

Por lo tanto, la solucién del problema a valores iniciales " + 2y +y = 4e™t, y(0) =0, ¥’ (0) = 1
es
y(t) = e (t +2%).

Finalmente,
t+ 2t?
Ii =1 =
Ayl = iy = =0
que se obtiene mediante el uso reiterado de la regla de L’Hopital aplicada al cociente % de las

funciones, f(t) = t+2t%y g(t) = €', que son de clase C°(R) y que tienden a +oo cuando t — +00,

ellas y sus derivadas primeras f'(t) = 1 + 4t, ¢’(t) = e'. Una vez establecido que lfm;_, % =

im0 ﬁ = 0, se obtiene que lim;_, J;:—Ett; =0, y de alli se deduce que lim;_, % =0. O
1 -2 0

5.5ea A= -2 1 0].Hallar todos los Xy € R3 tales que la solucién del problema de valores
0o 0 3

iniciales: X’ = AX, X(0) = Xy, tiene norma acotada cuando ¢ — +oo.

Resolucion. [Referencia: ejercicio 6 de la Prdctica 6]

Poniendo X = [331 To xg] T se puede observar que el problema general X’ = AX es equiva-
lente a dos problemas mas sencillos. A saber:

» Problema 1:

= Problema 2:

Ig = 3563.

El primer problema se resuelve observando que el polinomio caracteristico de la matriz A =

[12 _12} es p(A) = (1 — \)? — 4. Los autovalores de la matriz A son: A\; = —1 y Ay =

3, v los autoespacios asociados son, respectivamente, Sy, = gen { [1/\/§ 1/\/ﬂ T} v Sa, =
gen { [—1 / V2 o1 / \/i]T} Se concluye que la solucion general del primer problema es de la forma

] e [ e ] e

Por otra parte, la soluciéon general del segundo problema es

z3(t) = c3€®, c3 € R

Se deduce que la solucién general del sistema de ecuaciones X' = AX es de la forma
1/v/2 —1/v/2 0

X(t) =cre! 1/\/5 + coe® 1/v2 +ese3t |0
0 0 1



Observando que {[1/\/§ 1/\/5 O]T, [—1/\/§ 1/\/5 O]T, [O 0 I]T} es una base ortonor-

mal de R? y utilizando el Teorema de Pitdgoras se puede ver que
X)) = cfe + (c3 + c5)e™.

Se concluye que la solucién del sistema X’ = AX estd acotada cuando ¢ — +o0 si y solamente si
¢ + c3 = 0. Es decir, cuando ¢z = ¢3 = 0. Como X = X(0) y

1/v/2 —1/v/2 0
X(0)=c [1/vV2| +c2 | 1/V2 | +¢3|0],
0 0 1

se arriba a la siguiente conclusién: el conjunto de todos los los X € R? tales que la solucién del
problema de valores iniciales: X’ = AX, X (0) = X, tiene norma acotada cuando t — 400, es el

subespacio generado por [1/\@ 1/v2 O]T. O

Resoluciéon alternativa. Para otra posible resolucién ver la que se presenta en el Tema 2.



ALGEBRA 11 (61.08 — 81.02)

Evaluacién Integradora (Tema 2) Segundo cuatrimestre — 2019
Duracién: 3 horas. 18/XI11/19 —18:00 hs.

Aclaraciéon. En lo que sigue se presentan algunas de las posibles resoluciones de los problemas
correspondientes a la evaluacion integradora del 18 de diciembre de 2019. Se solicita al estudiante
lector, que las lea detenidamente, que reflexione sobre lo que estd leyendo y que lo compare con
su propia resolucién. Es posible que se haya colado algtin error material involuntario, en tal caso
se solicita del lector que lo corrija y que siga adelante.

1. Sea V un espacio vectorial con un producto interno y sea || - || la norma inducida. Demostrar
la ley del paralelogramo: ||u + v||? + ||u — v||? = 2||u||*> + 2||v||* Yu,v € V.

Resolucién. [Referencia: ejercicio 2 de la Prdctica 3]

El producto interno (-,-) : Vx V — K, donde K es R o C, es una funcién que cumple
(i) Paracada A e Ky z,y,2 €V

a) (x+y,z) = (z,2) +(y,2)
b) (Az,y) = Mz, y)

(i) (z,y) = (y,z) Yo,y € V.
(iii) (z,z) >0siz #0.
La norma inducida por el producto interno || - || : V — R se define por
]| = (z,2)'/2.

En primer lugar, observamos que

ludv||?> = (u+v,u+v) (por definicién de || - |)

= (u,u+v)+ (v,u+v) (por la propiedad (i) a))

= (u+v,u)+ (u+v,v) (por la propiedad (ii))

= (u,u) + (v,u) + (u,v) + (v,v) (por la propiedad (i) a))

= (u,u) + (v,u) + (u,v) + (v,v) (por aditividad de la conjugacién)

= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v) (por las propiedades (iii) y (ii))

l|lul|? + 2Re(u, v) + ||v||* (por las definiciones de || - || y conjugacion).
Poniendo —v en lugar de v en la identidad ||u + v||* = |Jul|* + 2Re(u, v) + ||v||? se obtiene que
lu=vl* = [lul* +2Re(u, —v) + || - v||?
[ull® = 2Re(u, v) + [Jv]|*.

La ultima igualdad se obtiene utilizando las identidades (u, —v) = —(u,v), y | — v|| = ||v]|, que

son, mas o menos, inmediatas y se dejan a cargo del lector. Finalmente,

lull* + 2Re(u, v) + [[vl* + [ull* — 2Re(u, v) + [|v]]®
2[[ull® +21v])*.

lu+ ol + [Ju — o]

Lo que concluye la demostracion. O
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2. Sea A = {—0.5 0

} . Probar que para cualquier z € R? vale que lim,,_, ||A"z|| = 0.

Resolucion. [Referencia: ejercicio 12 de la Prdctica 4 y ejercicio 2 de la Prdctica 5)

Como la matriz A € R2*? es simétrica se la puede diagonalizar ortogonalmente y los autovec-
tores asociados a autovalores distintos son ortogonales entre si (i.e., si A1 y A2 son dos autovalores
distintos de A, tenemos que Sy, L Sy,).

s En primer lugar, determinamos los autovalores de A. Como el polinomio caracteristico de
A es p(\) = det(A — M) = A2 — 1/4; resulta que los autovalores de A son \; = —1/2 y
Ao =1/2.

s En segundo lugar, determinamos los autoespacios Sy = {x €ER?: Az = )\x} correspondien-
tes a los autovalores de A, A € {—1/2,1/2}. Observando que

vesy = @rapna=o— |5 7 =[]

<~ T € gen 1/ 2
g 1/\/5 9
se obtiene que S, = gen{[l/\/i 1/\/27T}7 y como Sy, L S, se deduce que Sy, =

gen {[-1/v2 1/v3]"}.

De los puntos anteriores se concluye que A = PAPT, donde

[ ) = ]

Para simplificar la escritura ponemos u; = [1/v2 1/v/2] Ty up = —-1/Vv2 1/\/ﬂT, y hacemos
notar que B = {u1,us} es una base ortonormal de R2. Expresando un vector cualquiera z € R?
respecto de esa base ortonormal mediante la notacién x = a(z)us + S(z)uz, alx),B(x) € R,
podemos observar que

A"z = A" (a(z)ur + B(x)uz) = a(x)A"uy + B(x) A us
= a(z)(=1/2)"ur + B(z)(1/2)"uz.

Utilizando el Teorema de Pitdgoras obtenemos que
A" 2* = (@) (=1/2)*" + B(x)*(1/2)"" = (1/2)*" |,

y como (1/2)2" — 0 cuando n — oo, se concluye que lim, . |A"z|*> = 0, de donde sigue
inmediatamente el resultado porque +/- es una funcién continua en todo su dominio. O

Resolucién alternativa. Para otra posible resolucién ver la que se presenta en el Tema 1.



1 . L
3. Sea A = i’ NE Encontrar todos los 2 € R? sujetos a la restriccién 7 Az = 8 en los que se

alcanzan los extremos de ||z||%.

Resolucion. [Referencia: ejercicio 19 (b) de la Prdctica 5]

Como la matriz A € R?*? es simétrica se la puede diagonalizar ortogonalmente y los autovec-
tores asociados a autovalores distintos son ortogonales entre si (i.e., si A\; y Ay son dos autovalores
distintos de A, tenemos que Sy, L Sy,).

= En primer lugar, determinamos los autovalores de A. Como el polinomio caracteristico de A
es p(A) = det(A — M) = (3 — A\)? — 1; resulta que los autovalores de A son \; =2y Ay = 4.

s En segundo lugar, determinamos los autoespacios Sy = {m €ER?: Az = )\x} correspondien-
tes a los autovalores de A, A € {2,4}. Observando que

res, e mao e L[]

1 1
T )

se obtiene que Sy, = gen{[—l/\/i 1/\/§]T}, y como Sy, L Sy, se deduce que S, =
gen{[l/\/i 1/\/§]T}.

De los puntos anteriores se concluye que A = PAPT, donde

=[5 8 v =08 e

Poniendo y = PTz, se puede observar que la condiciéon 7 Az = 8 es equivalente a yT Ay = 8.

2
Como 2y? + 4y3 = 8 es la ecuacién de una elipse, cuya forma canénica es (%)2 + (%) =1.

Argumentos geométricos permiten ver que los puntos de la elipse de norma minima son de
la forma y,, = *+ [0 \/ﬂT y los de norma méxima son de la forma yy; = + [2 O]T. Como

llyll = [|[PTx|| = ||z||, y = = Py, resulta que los puntos de la elipse 7 Az = 8 en donde se alcanzan
los extremos de ||z||? son de la forma:

N | e

]
o = s [ 308 VR[]

Resolucion alternativa. Para otra posible resolucién ver la que se presenta en el Tema 1.



4. Resolver el problema a valores iniciales y” + 2y’ +y = 6e™¢, y(0) = 0, ¢/(0) = 1, y calcular
Hmt*}+oo y(t)

Resolucion. [Referencia: ejercicios 2, 4 y 5 de la Prdctica 6]

En primer lugar resolvemos la ecuacién diferencial y” + 2y’ +y = 6e~?.

» La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial, A + 2\ + 1 = 0, tiene una raiz real
doble: A = —1. En consecuencia, las soluciones de la ecuacién homogénea y" + 2y’ +y = 0

son las funciones pertenecientes al R-espacio vectorial generado por las funciones linealmente

independientes y; (t) = e~ ! e yo(t) = te ™.

» Como 6e~! € gen{e~ ! te”'}, para encontrar una solucién particular de la ecuacién no ho-
mogénea y” +2y' +y = 6e~!, se postula una solucién de la forma 1 (t) = At?e~t. Observando
que ' = A2t —t3)e~t y que ¥ = A(2 — 4t + t?)e~! se obtiene que

V2 4 = 247
Entonces A = 3 y 9(t) = 3t%e~t.

De los puntos anteriores se deduce que todas las soluciones de la ecuacién y”’ 42y’ +y = 6e~* son
de la forma

y(t) = ayi(t) +cay2(t) + (1)
= cre b+ gt + 3t2e7t
= e '(c1 + cat + 3t%),

donde c1,co € R.
En segundo lugar resolvemos el problema a valores iniciales y” + 2y’ +y = 6e~ %, y(0) = 0,

y'(0)=1.

» Como y(t) = e t(c1 +cat +3t?), la condicién y(0) = 0, impone que ¢; = 0, y en consecuencia
y(t) = e (cat + 3t3).

= Como ¢/(t) = e t(ca + (6 — c2)t — 3t?), la condicién y'(0) = 1, impone que cp = 1.

Por lo tanto, la solucién del problema a valores iniciales y” + 2y’ +y = 6et, y(0) = 0, v/(0) =1
es
y(t) = et + 3).

Finalmente,

t+ 3t2
lim y(t) = lim 3

t——4o0 t—o00 e

0,

que se obtiene mediante el uso reiterado de la regla de L’Hopital aplicada al cociente % de las

funciones, f(t) = t+3t%y g(t) = €', que son de clase C®(R) y que tienden a +oo cuando t — +00,
ellas y sus derivadas primeras f’(t) = 1 + 6t, ¢’(t) = e!. Una vez establecido que lim;_,, % =

Iimy oo 3 = 0, se obtiene que lim;_, ’;:—Eg =0, y de alli se deduce que lim;_, % =0. O
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5.Sea A= |2 1 0|. Hallar todos los Xy € R3 tales que la solucién del problema de valores
0 0 3

iniciales: X’ = AX, X(0) = Xy, tiene norma acotada cuando ¢t — +o0.

Resolucién. [Referencia: ejercicio 6 de la Prdctica 6]

Como la matriz A € R3*3 es simétrica se la puede diagonalizar ortogonalmente, esto es, existe
una matriz ortogonal P € R®**3 tal que A = PAPT, donde A € R3*3 es una matriz diagonal cuyos
coeficientes son los autovalores de A (con su respectiva multiplicidad).

= En primer lugar, determinamos los autovalores de A. Como el polinomio caracteristico de A
es p(\) = det(A — M) = ((1 — A\)? —4)(3 — \); resulta que los autovalores de A son \; = —1
y A2 = 3 (de multiplicidad 2).

» En segundo lugar, determinamos los autoespacios Sy = {x €ER?: Ax = /\x} correspondien-
tes a los autovalores de A, A € {—1,3}. Observando que

2 2 0| |z 0
z€S), <<= A+DNz=0< |2 2 0f [z2| =0
0 0 4| |z3 0

VNG,
&= 1z €gen 1/v2 )
0

se obtiene que Sy, = gen{[—l/\/i 1/\/§ O]T}, y como Sy, = Si se deduce que Sy, =
gen{[1/v2 1/v2 0", [0 0 1"},
De los puntos anteriores se concluye que A = PAPT, donde

-10 0 —1/v/2 1/v/2 0
A=|0 3 0 y P=|1/V2 1/v2 0
0 0 3 0 0 1

Poniendo Y = PT X, se puede observar que 531 sistema de ecuaciones diferenciales X’ = AX adopta
la forma Y’ = AY. Si se recuerda que (e”) = Xe*, la solucién general del sistema diagonalizado
se obtiene inmediatamente y tiene la forma

Y(t) = [Cle_t coe®t 0363t]T7 c1,c0,c3 € R.

Ahora bien, como X = PY y P es una matriz ortogonal, tenemos que

IX@I = 1IY(@©l = \/0%6*” +c3et + 3ed,

de donde se deduce que la solucién del sistema X’ = AX estd acotada cuando t — +oo siy
solamente si ca = ¢3 = 0. Como Xy = X(0) = PY(0) y

~1/V2 1/v/2 0
PY(0)=c1 | 1/V2 | +c2 |1/V2] +¢3|0],
0 0 1

se concluye que el conjunto de todos los los X € R? tales que la solucién del problema de valores
iniciales: X' = AX, X(0) = Xj, tiene norma acotada cuando t — +00, es el subespacio generado

por [-1/v2 1/v2 0] 0

Resoluciéon alternativa. Para otra posible resolucién ver la que se presenta en el Tema 1.



